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INTRODUCTION

On considere ici des espaces LwP(Q) qui sont des espaces LP sur un ouvert Q
de [RN, borne et lipschitzien, avec un poids assez general. Dans la premiere
partie, la norme des polyn6mes de LwP est comparee it leur norme uniforme
(les resultats ont ete obtenus en collaboration avec M. Y. Dejean). Dans la
seconde partie on utilise les majorations obtenues pour montrer que les
fonctIons analytiques d'un ideal de LwP(Q) sont caracterisees par leur
distance aux polyn6mes. On donne egalement des proprietes d'approximation
polynomiale des fonctions Coo et des fonctions du type Gevrey de ces espaces.
Les resultats generalisent essentiellement certains theoremes de Baouendi et
Goulaouic [1,2] mais aussi des resultats plus particuliers [7,9, 19,20]. Dans la
troisieme partie, on montre que l'approximation polyn6miale d'une fonction
dans LwP(Q) donne aussi une bonne approximation uniforme de la fonction
et de ses derivees. On termine en mettant en relation la vitesse de decroissance
de la distance (dans LwP(Q)) d'une fonction aux polynomes de degre au plus n
et la regularite de cette fonction.

Notations et Definitions

Dans tout cet article, Q designe un ouvert borne de [RN abord lipschitzien.
On notera w un poids sur Q c·est a dire une fonction mesurable, rc~elle et
presque partout strictement positive sur Q.

Pour p ~ 1 on pose: LwP(Q) = {flfmesurable etfw E U(Q)} muni de la
topologie d'espace de Banach evidente. La norme de cet espace sera notee:
II IIpow' La norme de Loo(Q) sera notee: II II.

Soit B un espace de Banach et A un sous-espace de B. Pour fEB on note
dn(f, A) = infgEA Ilf - g lin· (Si A est de dimension finie, il existe toujours
un element hE A tel que dn(f, A) = Ilf - h lin; voir par exemple [11].)
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L'ensemble des suites a decroissance rapide (Resp. exponentielle d'ordre s)
sera note S (Resp. E s): (an) E S si et seulement si, pour tout pEN, (nPan)
converge. (an) E E s si et seulement s'il existe L ): 0 et b E [0, I [ tels que pour
tout n E N, I an I < Lbn1 /'.

Fonctions du type Gevrey (pour une etude detaillee voir [1,2]). On
designe par Gs(Q) (Resp. ot(Q» les fonctions de classe Gevrey d'ordre s
(Resp. analytiques) sur Q prolongeables en fonctions de classe Gevrey d'ordre
s (Resp. analytiques) sur un voisinage de Q. Soit f?JJk l'ensemble des polynomes
de degre au plus k, aNvariables reelles et acoefficients complexes. Pour s ): 1
on pose: ots.P(Q) = {IE U(Q) I (dLP(Q)(f, f?JJk)hEI\I E Es} muni de la topologie
limite inductive naturelle.

On rappelle que:

* Q etant lipschitzien, la definition est independante de p. Pour tout p
on adoptera la notation: ots.p(Q) = ots(Q).

* G.(Q) C ots(Q) C G2S- 1(Q) (avec injections continues). En particulier:
ot1(Q) = ct(Q).

On notera H k = f?JJ k n LwP(Q) et p = Uk H k • P est un ideal engendre par
un nombre fini de polynomes notes Ql ,... , Qr . On designera par q (Resp. as)
l'ideal des fonctions de COO(Q) (Resp. ot.(Q» engendre par Ql ,... , Qr' On
utilise les notations habituelles pour les multi-indices. On designe par Di

l'operateur ajaXi' Pour ex et p dans NN, (Dct)(P) est l'operateur obtenu en
derivant formellement n~ D~;, Pi fois en Di (i = 1,... , N).

Soit m E COO(Q) et soit !» l'ensemble des entiers v tels que pour tout x E Q
on puisse trouver ex E NN tel que I ex I < vet m(ct)(x) =1= O. Si !» n'est pas vide,
posons: d = inf{v I v E !»}; on dira alors que sur Q, m a un ordre d'annulation
fini et egal a d.

1. COMPARAISON DES NORMES DES POLYN6MES DANS Loo(Q) ET DANS LwP(Q)

1.1. Le Resultat Principal

THEOREME 1. Soit Q un ouvert borne lipschitzien de IRN • Supposons que w
verifie la propriete suivante:

(H) II existe mE COO(Q) ayant sur [J un ordre d'annulationfini et egal ad
et telle que, presque partout sur Q: I m(x)I ~ w(x).

Alors if existe deux constantes A et f3 positives telles que, pour tout n E N,
pour tout j E N N et pour tout P E Hn on ail

II p<il II ~ Alil+l(n + 1)13+2d+2 li l II P IIp,w .
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1.2. Demonstration du Theoreme 1

LEMME 1 (Inegalite de Markov; voir [20]). II existe une constante C telle
que pour tout P E f!JJnet pour tout i E {I,... , N} on ait

II DiP II :(; Cn2 11 P II·

LEMME 2. Soit do E N et m E COO(lJ). II existe une suite (A k) de polynomes
(dO Ak :(; k) et une suite (an) E S telles que, pour tout ex E NN verifiant
I ex I :(; do, on ait, pour tout kEN, II m(<Y.) - A~<Y.) II :(; ak'

Demonstration. Soit Ak E f!JJk tel que II m - Ak II = dLoo([J)(m, f!JJk). D'apres
[I] la suite (11m - Ak IlhEN appartient a S. La serie Ao+ z:; (AHl - A,)
converge vers m dans Loc(Q). Nous avons d'apres I'inegalite de Markov

II(AHl - A,)l<Y.) II :(; CI'I(i + 1)21<>1 II AHl - Ai II

:(; 2C1<Y. 1(i + 1)21'1 dLoo(Q)(m, f!JJ,),

et cette derniere expression est Ie terme general d'une suite de S. II en resulte
que pour tout ex E NN, II(m - A k )(') II E S; on prendra done

LEMME 3. Soit mE COO(lJ), dEN. Pour tout E > 0 et pour tout ex E NN, il
existe une constante Co telle que pour tout n et pour tout P E :!J!n on ait

II(PmY<Y.) II :(; E(n + l)-2d II P II + Co(n + 1)21'1 II Pm II·

Demonstration. On choisit (A k) comme dans Ie lemme 2.

En developpant [P(m - Ak)](<Y.) suivant la formule de Leibniz et en appliquant
les Lemmes 1 et 2, il vient

et de meme

II(PAkY<» II :(; C1<Y.1(n + k)21<Y. 1II PAk II
~ C1<Y.1(n + k)21<Y. 1[l1 P(m - AIe)11 + II Pm II]

~ C1<Y.1(n + k)2 I<Y. 1ak II P II + C1<Y.1(n + k)21<Y. 1II Pm II.

Au total,
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Remarquons qu'il existe ko E N tel que, pour toutj EN,

Pour achever la demonstration il suffit alors de prendre k = n + ko •
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PROPOSITION 1. SoU m E C"(lJ) ayant sur n un ordre d'annulation fini et
egal a d. Il existe une constante Cl telle que, pour tout n E N et pour tout

P Ef?}Jn, on aU II P II ~ Cl(n + 1)2d II Pm II·

Demonstration. Soit a E n. 11 existe ex E NN tel que I ex I ~ d et mlc<l(a) =F 0.
Soit Va un voisinage ouvert de a tel que, pour tout x dans Fa = Va n non ait
I mlal(x)1 ~ t I m(al(a)l· Posons

u = \x E Fa! L (lIp!) I(Da)<p) m(x)1 n2!p!Clp! ~ (l/4) I m<")(x)I(.
t IO<IPI<;;;I"1 \

Si x E U,

P(x) = I(Pm)<al(x) - I Olpl)(Da)lPl m(x) plP)(X)( (mla)(x))-l.
I O<lpl<;;;lal \

Utilisant Ie lemme 1 et Ie lemme 3 avec E = t Imla)(a)1 il vient

I P(x) I ~ 2Co Im(al(a)l-l(n + 1)21a l II Pm II + t [I P II·

Si x E CF U, nous avons alors
a

L (lIp!) I(D")(P) m(x)1 n21p1 Clpi > (l/8) Imla)(a)l.
O<lpl<;;;la!

Posons K = [4 I ex I Ct~I~I_l]-l. Deux cas sont alors possibles.

Premier cas.

K I(Da)«O.O.....o.l)) m(x)1 Cn2 ~ L (lIp!) I(Da)lPl m(x)! n2lp1 Clpl.
O<lpl<;;;lal

P,.(O.....0.1)

Alors d'une part (K + 1) I(Da)«O.O.....o.l)) m(x) I Cn2 > t Im(a)(a)l, et d'autre­
part, pour p verifiant °< Ip I ~ I ex I, p =F (0,0, ...,0, 1)

(lIp!) I(Da)<p) m(x)1 n21PIClpi
I(Da)«(O.....O.l» m(x)1 Cn2 ~ K.

On peut alors ecrire

P(x) = (Da)«O.....O.lll(Pm)(x) - ~o<IQI<;;;lal-l (l/q!)(Da)(Q+IO.....O.l» m(x) p<q)(x)
(Da)l(o.O.....O.l» m(x) •
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Utilisant I'inegalite de Markov, les deux inegalites ci-dessus, Ie lemme 3 avec
E = Im(<x)(a)I [32 I ex I (K + I)C]-\ nous obtenons

I P(x)I :( 8CCo I ex I (K + I) Im(<X)(a)I-1(n + 1)21<x 1 II Pm II + ! II P II

+ KII Pili ex I C~ll~l-l'

Donc I P(x)I ~ 8CCo I ex I (K + 1) Im(<X)(a)I-1(n + 1)2[<X1 II Pm II + til P II.

2eme cas.

K I(D<X)«o.....o.l» m(x) I Cn2 < I, (lip!) I(D<x)(P) m(x)1 n2 [PI,
O<[p[,;;I<x[

P,.(O •..••0.1)

et alors

K[8(K + 1)]-1 I jl<X)(a)1

est egalement inferieur au second membre de l'inegalite precedente. Nous
sommes donc ramenes a une situation analogue a la situation de depart
(x E CF U) mais avec un terme en moins. On est conduit a une nouvelle
alternative que I'on traite de faeon identique. La reiteration du procede
conduit aun nombre fini d'inegalites de la forme

I P(x) I :( cte(n + 1)2[<X[11 Pm II + til P II·

11 existe donc une constante Ca telle que pour tout x E Fa

I P(x)I :( Cin + 1)2[<X 1 II Pm II + ! II P II.

La proposition resulte alors du fait qu'on peut recouvrir [J par un nombre
fini de fermes du type Fa .

COROLLAIRE 1. Soil mE C"'(Q) ayant sur Q un ordre d'annulation d fini.
II existe une constante C2 te/le que pour tout P E f!J'n et pour tout ex verifiant
I ex I ~ d on ait

II(Pm)(<X) II :( C2(n + 1)2d II Pm [I.

(Ce corollaire resulte de laproposition 1et du lemme 3.)

LEMME 4. II existe f1 E N et une constante positive L1 tels que pour tout
P E fYJn et pour tout p ~ 1 on ait

II P II ~ L 1(n + 1)09 II P IIp.1 .

(Voir la demonstration dans [1]).
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LEMME 5. Soit mE COO(Q) ayant sur Q un ordre d'annulation d fini. II
existe une constante Cs telle que pour tout P E &n on ait

II Pm II ~ C3(n + 1)8.11 Pm 111'.1 .

Demonstration. On ehoisit 1a suite (A k) eomme dans Ie 1emme 2.
II Pm II ~ II(m - Ak)P II + II AkP II, et l'on a d'apres Ie 1emme 4

II(m - Ak)P II ~ ak II P II et II AkP II ~ L1(n + k + 1)811 AkP 111'.1 ,

II AkP II ~ L1(n + k + 1)8[II(m - Ak)P 111'.1 + II Pm 111',1]. Done d'apres 1a
proposition 1

II Pm II ~ L2(n + k + 1)8+2d ak II Pm II + L1(n + k + 1)811 Pm 111',1 .

On aeheve 1a demonstration en remarquant qu'i1 existe ko E N tel que pour
toutj EN, L2(2j + ko + 1)8+2d aHk < i et en prenant k = n + ko .

o

COROLLAlRE 2. Soit m E coo(Q), ayant sur Q un ordre d'annulation d fini.
II existe une constante C4 telle que pour tout P E & n et pour tout p ? 1,

II P II ~ Cln + 1)8+2d II Pm 111'.1 .

(Ce corollaire resulte de laproposition 1 et du lemme 5.)

Fin de la demonstration du theoreme 1. 11 suffit d'apres Ie 1emme 1 de
demontrer Ie theoreme 1 pour j = O. Or II Pm 111',1 ~ II P Ilv,w' Done Ie
eorollaire 2 nous donne Ie resultat avec A = Sup(C, CJ.

COROLLAIRE 3 (Inega1ite de Markov genera1isee). Si Q est un ouvert borne
lipschitzien de IRN, si WE U(Q) et verifie la proprihe (H) du theoreme 1, if
existe deux constantes Cs et () telles que pour tout n et pour tout P E f!lJn on ait,
pour iE{l, 2,... , N},

II DtP [Ip,w ~ Csn9
11 P 1I1',w •

Demonstration. Si W EU(Q) et si P E f!lJn, P et DiP appartiennent a
LwP(Q), et II DiP Ilv,w ~ II W 111'.1 II DiP II ~ cte n2

11 P II. On aeheve en utilisant
Ie theoreme 1.

2. PROPRIETES D'APPROXIMATION POLYN6MIALE DES FONCTIONS REGULIERES
DE LwP(Q)

2.1. Enonce des Resultats

PROPOSITION 2 (Proprietes des fonetions de as et de q). Si f E q (Resp. as)
alors (dL 1J(Q)(f, Hk)heN E S (Resp. E.).

to
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THl30REME 2 (Caracterisation de [onctions analytiques de LwP(Q». Si w
verifie la propriete (H) du theoreme I, pour f E L I1/J(Q) les deux proprietes
suivantes sont equivalentes.

THl30REME 3 (Proprietes des [onctions Coo et du type Gevrey de LwP(Q». Si
w verifie la propriete (H) du theoreme 1, et si pour fE LwP(Q) on a
(dL V({J)(f, H,,)hEN E S (Resp. E8) alorsfE C",(n) (Resp. OliD». De plus dans Q
on peutecrire f = Qdl + '" + QJr avec pour tout i, f, E coo(Q).

THEOREME 4 (Caracterisation des [onctions regulieres de LwP(Q». Si w
verifie la propriete (H) du theoreme 1 et si rune des deux proprietes suivantes
est verifiee.

(1) p est un idealprincipal (done en particulier si N = 1ou si WE £P(Q»;

(2) N = 2.

Alors pour fE LwP(Q) les deux proprietes suivantes sont equivalentes.

(i) fE q (Resp. as);

(ii) (dLwP({J)(f, H,,)hEN E S (Resp. E 8).

Remarque. Si N = 1, Q = ]-1, +1[, w(x) = e-x-
2

, W ne verifie pas (H).
On montre que la conclusion du theoreme 2 ne subsiste pas en verifiant que
(dL v(.Q)(x-2, H,,)hEN E S.

w

2.2. Demonstration de la Proposition 2

Supposons p oF {O} (sinon la proposition est evidente). Si fE q (Resp. as),
f = QIgI + ... + Qrgr OU pour tout i, gi E coo(D) (Resp. Olin». D'apres [1]
il existe des suites (Ri")"Ef'>. de polynomes telles que, pour i E {I,... , r},
(II g, - R,,, ID"E!\I ES (Resp. E 8 ). On verifie alors aisement que (lif - QIRI" ­
... - QrRr" IIp.w)''EN E S (Resp. E 8 ) done que (dL",p({J)(f, H,,)hE!\I E S (Resp. E 8).

2.3. Demonstration des Theoremes 2 et 3

La partie directe du theoreme 2 resulte de la proposition 2. Demontrons
simultanement la partie reciproque du theoreme 2 et Ie theoreme 3. Si
p = {O} Ie resultat est immectiat. Supposons p oF {O}. Pour tout i E N,
soit Pi un polyn6me tel que dLw"(Q>(f, Hi) = Ilf - Pi II",ow' La serie
Po + L:o (Pi+1 - P,) converge vers f dans LwP(Q) et (II PHI - Pi /IP.W)iEN E S
(Resp. E 8 ). Mais d'apres Ie theoreme 1, Ii P,+l - Pi 11:<;::;: AU + 2)B II Pi+1 - Pi 1I"'.lL·
done (II Pi+l - P, II)'EN E S (Resp. E 8 ), et la serie ci-dessus converge aussi
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dans L OO(!.!) vers une fonction h continue et egale aI presque partout. Par
ailleurs III - Pi II :::;; L:; II PHI - PJ II done (dLoo(Q)(f, 9'Ji»iEN E S (Resp. E s)
et, d'apres [1], IE COO(Q) (Resp. otiQ».

Fin de la demonstration du tMoreme 3. On peut demontrer de Ia meme
fa~on que (1If() - p}Jl II)'EN E S. Remarquons que pour tout i, Pi E q. Or,
d'apres un theoreme de Malgrange (voir [12] ou [18]), l'ideal engendre par
Ql '00" Qr dans C"'(Q) est ferme dans coo(Q). On peut done ecrirel = L:~ Qih
avec pour tout i E {I,... , r},h E coo(Q).

Fin de la demonstration du theoreme 2.

PROPOSITION 3 (Ce resultat m'a ete communique par A. Douady). Soil V
un ouvert de [RN. Un ideal de type fini de ot(V) est lerme dans ot(V).

Demonstration.

Iere etape.

LEMME 6. Avec les notations usuelles en tMorie des laisceaux, pour tout
laisceau analytique coherent §" sur V on a Hl( V, §") = O.

Pour Ia demonstration de ce Iemme voir [5] et [8].
Si g E ot(V) on note g", Ie germe de g au point x.

COROLLAIRE 4. Soit hI '00', hr dans Ol( V). Les deux conditions suivantes
sont equivalentes.

(i) I appartient Ii l'ideal engendre par hI '00" hr .

(ii) Pour tout x dans V, Ix appartient Ii l'ideal engendre par hv,,... , hr", .

Demonstration. Soit ot Ie faisceau des germes de fonctions analytiques
sur V. Considerons Ie morphisme de faisceaux

r

(gl ,00" gr) -~ I g,h i ·
1

Soit &l Ie noyau de rp et .Y son image. A Ia suite exacte

On peut associer Ia suite exacte
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Mais JIO(V, Clr) = (Cl(V)y, HO(V, J) = J(V) (c'est a dire l'ensemble des
fonctions telles que pour tout x de V, fz E (hlZ ,,,., hrz)) et Hl(V,81) = 0
d'apres Ie lemme 6. Done l'application

(Cl(V)Y -+ a(V)

(II ,···,fr) -+ Lhhi

est surjective.

2eme etape. Le theoreme de fermeture de Krull [4] permet de montrer
Ie resultat suivant en remarquant que l'anneau des germes de fonctions
analytiques en x est un anneau local noetherien.

LEMME 7. Soit x E V. Si pour tout kEN, Ie jet d'ordre k de f au point x
appartient al'ideal engendre par les jets d'ordre k de hI"'" h r en x alors fz
appartient al'ideal engendre par h1x , ... , hrx .

La proposition 3 qui s'etablit facilement pour les jets d'ordre k en un point,
resulte alors du corollaire 4 et du lemme 7.

Puisque n est abord lipschitzien il existe d'apres l'inegalite de Bernstein et
les resultats de [3] un voisinage V de tJ tel que (II PHI - Pi IluX>(V»iEI'\l E £1 .
La fonction Po + ~; (PHI - Pi) appartient a l'ideal des fonctions analy­
tiques de V engendre par Ql ,.", Qr done s'ecrit Qdl + ... + Qrfr avec
pour tout i,h E Cl( V). On a done f = L Qih sur tJ avec, pour tout i,j; E Cl(tJ).

2.4. Demonstration du Theoreme 4

Cas ou p est principal. En reprenant les notations du paragraphe precedent
on suppose p engendre par Q et on note Pn = QSn. Les polynomes Sn
verifient d'apres la proposition I des majorations du meme type que les
polynomes Pn ; d'oilles egalites (dans L"'(Q»

'" '"f = Po + L(Pi+! - Pi) = QSo + L Q(Si+! - Si)

° °
= Q [So + ~(Si+l - Si)]'

Done f = Qh oil h E C"'(tJ) (Resp. Cls(tJ».

Cas ou N = 2. On peut poser Q. = QRi oil les Ri sont des polynomes
sans facteur commun. Les R. engendrent l'ideal p' des polynomes de L~o(n).

QPwPest integrable sur n sauf au voisinage d'un nombre fini de points que
ron notera b1 , ... , bt qui sont les zeros communs a tous les R; sur tJ. En
reprenant les notations du paragraphe 2.3, on pose Pi = QS;. Comme
d-dessus on montre quef = Qh avec h E C"'(tJ) (Resp. Cls(tJ». II reste done a



MAJORATIONS POUR LES POLYNOMES 325

prouver que h qui appartient a L~w(.{2) est dans l'ideal q' (Resp. as') des
fonctions de C"'(lJ) (Resp. otsClJ» engendre par RI , ..• , R r • L'inegalite de
Lojaciewicz [10] appliquee ala fonction Rlk + ... + Rrk OU k est Ie plus petit
entier pair tel que k ;;:: p montre que, pour tout i E {I,..., t}. II existe un entier
qi tel que pour tout couple d'entiers positifs (f3i , ')Ii) verifiant f3i + Yi ;;:: qi,
Ia fonction (Xl - bil)pfj'(X2 - bi2)PY; QPwPsoit integrable au voisinage de bi .
II en resulte que, si pour tout i, f3, + Y, > qi alors L~=I(XI - bil)fj'(X2 - bi2)Y; E
Lrow(Q). On peut alors montrer a l'aide de la formule de Taylor utilisee
successivement aux points hi et a l'ordre qi que h peut s'ecrire
h = U + Lfinie T,hi ou U est un polynome, les T, des elements de V' et les hi
des fonctions de C"'(Q) (Resp. otsCQ». Donc Tih i E q' (Resp. ots') et
U E Lrow(Q); par suite U E V' et h E q' (Resp. as').

3. ApPROXIMATION SIMULTANEE D'UNE FONCTION ET DE SES DERIVEES

On suppose dans toute la suite que w E U(Q). Soit f E CS(Q) et S" E f!lJ"
tel que Ilf - S" !Ip.w = dL:(Q)(f, f!lJ,,). On se propose de demontrer que si w
verifie (H) la suite (S~»"Ef\J tend versj<r) dans L"'(Q), pourvu que I r I ne soit
pas trop grand. De nombreux auteurs (voir, par exemple, [6, 14-17]) ont
demontre ce type de resultat, dans des cas particuliers, mais en calculant
des constantes precises.

3.1. Approximation d'une Fonction et de ses Derivees dans L"'(Q)

PROPOSITION 3. Soit Q un ouvert borne de [RN, soit sEN, et fE C2s(lJ).
II existe une constante positive Ko telle que, pour tout n EN, il existe Q" E f!lJ"
verifiant pour tout r E NN tel que I r I < s - (Nj4)

Ilj(r) - Q~) II ~ Kon(1I2)-2s+2Irl.

Demonstration. Q est contenu dans un parallelepipede. II suffit donc de
demontrer cette proposition quand Q est ce parallelepipede et par changement
de variables quand Q = II = (] -1, +1[)N.

Notations. Soit {t,,} la famille des polynomes de Tchebicheff normalises.
N N

Posons D = LI (xl - 1) Dl + XiDi' T = TIl (l - Xi2)-I/4, et pour
N

CX = (CXI , ••• , CXN), Trlx) = TIl ta (Xi)'
On montre facilement que '

* Les Ta forment une base orthonormale de LT2(lI);
* Pour tout cx E NN, /I Ta IIL"'(rr) = (2j7T)(l/2lN;
* D est autoadjoint pour Ia structure hilbertienne de LT2(lI);
* DTa = (L~ cx,2) Ta •
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Ordonnons les ex par ordre de longueur (longueur de ex = :L ex,) et pour une
meme longueur par ordre lexicographique. Notons (T,)iel\j la suite des TOt.
ecrite dans I'ordre des ex croissants. On verifie aisement qu'il existe quatre
constantes k 1 , k 2 , ka , k 4 , strictement positives telles que pour tout i E I\l

* k1i1 / N < degre de Ti < k2i1 / N ;

* DTi = AiT, oil Ai verifie kai2/N < Ai < k 4i2/N.

Si f E C2S(n) on peut ecrire d'apres Ies remarques precedentes, f = :L: aiTi
dans L T2(lI) avec

ai = (/1 T;)LT2 (rr) = (Dj[ Ti) A;-s = bJ-2s
/N,

oil (b i ) verifie :L; I bi 1
2 < 00.

Pour [ r I < s - (N/4) Ia serie :L; aiT?) converge normalement vers j<r);
en eifet d'apres Ie Iemme I, II Tir) II < cte i 2 lr l/N et :L: i(2I rl-2s )/N I bi I <
(:L: [bi 12)1/2(L; i4<l r l-s)/N)1/2 de plus

< Cte k 2(l rl-s)/N+(l/2).

Soit P = C~+n et Qn = :L~ aiTi' Alors dO Qn < n et d'apres l'inegalite
precedente: IIj<r) - Q~) II < Cte n2Irl-2s+(l/2).

3.2. Approximation dans LwP et dans Loo

THEOIrnME 5. Soit Q un ouvert borne de IRNabord lipschilzien, w un poids
verifiant la propriere (H) du theoreme 1 et appartenant a£P(Q). Soil s E I\l et
fE C2S(lJ). /1 existe une constante K telle que si Sn E f?J'net verifie Ilf - Sn ILp,w =

dL P(Q)(f, f?J'n), alors, pour tout r E I\lN satisfaisant a I r I < s - (N/4) on ail
w

[[ f(r) - S~) I[ < Knl1f2 )+S+2d+2lrl-2S, n ~ I, f3 = cte du tho l.

Demonstration. Soit (Qn) la suite de polynomes exhibee dans la
proposition 3

I[ f(r) - S~) I[ < [I f(r) - Q~) I[ + [[ Q~) - S~) 1[·

D'apres Ie Iemme 1, pour I r [ < s - (N/4), on a

[[ Q~) - S~) II < Cte n21rl I[ Qn - Sn II·

Mais d'apres Ie theoreme I,

[\ Qn - Sn \\ < Cn lJ+2d II Qn - Sn [[""w •
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Or

Soit
II Qn - Sn I[p.w :s:; 2[1 Qn - III . II w 111',1 .

En reprenant les majorations de la proposition 3, il vient

Ilf(r) - S~) II :s:; K
o
n(1/2)+2Irl-2 8 + Cte n2Irln8+2dKon(1/2)-2S

:s:; Kn(lj2)+13+2d+2I r l-2s .
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3.3. Approximation Polynomiale et Regularite

PROPOSITION 4. Soit Q un ouvert borne de IR N a bord lipschitzien, w un
poids verifiant la proprihe (H) du theoreme 1 et appartenant a U(Q). S'il
existe deux constantes positives M et I' telles que pour tout n EN,
nydL "(Q)(f, :!Jn) :s:; M, alors, IE Ci(Q) ou j est Ie plus grand entier verifiant
j < 1(1' - 1 - fJ - 2d).

Demonstration. Dans LwP(Q)1 = So + L:~ Si+l - Si = L:: Ui en posant
U o = So, Ui+l = S'+l - S, (i > 0). De plus nY II Un IIp.w :s:; 2M. Done d'apres
Ie theoreme 1,

II U~) II ~ Cnl3+2d+2Irl II Un [Ip.w :s:; 2MCnl3+2d+2Irl-y.

Les series L:: u(r) convergent done normalement pour tout les r tels que
fJ + 2d + 2 I r I - I' < - 1. II en resulte que I est de classe 0 oil j est Ie
plus grand entier tel que j < HI' - I - fJ - 2d).
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