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INTRODUCTION

On consideére ici des espaces L,,”(£2) qui sont des espaces L? sur un ouvert £
de RY, borné et lipschitzien, avec un poids assez général. Dans la premiére
partie, la norme des polyndmes de L,,” est comparée a leur norme uniforme
(les résultats ont été obtenus en collaboration avec M. Y. Dejean). Dans la
seconde partie on utilise les majorations obtenues pour montrer que les
fonctions analytiques d’un idéal de L,*({2) sont caractérisées par leur
distance aux polyndmes. On donne également des propriétés d’approximation
polyndmiale des fonctions C* et des fonctions du type Gevrey de ces espaces.
Les résultats généralisent essentiellement certains théorémes de Baouendi et
Goulaouic {1, 2] mais aussi des résultats plus particuliers [7,9, 19, 20]. Dans la
troisiéme partie, on montre que I’approximation polynémiale d’une fonction
dans L,?(£2) donne aussi une bonne approximation uniforme de la fonction
et de ses dérivées. On termine en mettant en relation la vitesse de décroissance
de la distance (dans L,,*(£2)) d’une fonction aux polyndmes de degré au plus n
et la régularité de cette fonction.

Notations et Définitions

Dans tout cet article, £2 désigne un ouvert borné de R” a bord lipschitzien.
On notera w un poids sur £2 c'est A dire une fonction mesurable, réelle et
presque partout strictement positive sur £2.

Pour p > 1 on pose: L,?(£2) = {f | f mesurable et fw € L?({2)} muni de la
topologie d’espace de Banach évidente. La norme de cet espace sera notée:
| II.0 - La norme de L*(£2) sera notée: || ||.

Soit B un espace de Banach et 4 un sous-espace de B. Pour f& B on note
dp(f, A) = inf,. 4 || f — gllz - (Si A est de dimension finie, il existe toujours
un élément he A4 tel que dy(f, A) = ||f — hl|lz; voir par exemple [11].)
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L’ensemble des suites & décroissance rapide (Resp. exponentielle d’ordre s)
sera noté S (Resp. E;): (a,) €S si et seulement si, pour tout p e N, (n?a,)
converge. (a,) € E; si et seulement s’il existe L > 0 et b € [0, 1] tels que pour
toutneN, |a, | < Lb»".

Fonctions du type Gevrey (pour une étude détaillée voir {1, 2]). On
désigne par G,(2) (Resp. Z(£2)) les fonctions de classe Gevrey d’ordre s
{(Resp. analytiques) sur £ prolongeables en fonctions de classe Gevrey d’ordre
s (Resp. analytiques) sur un voisinage de £2. Soit #, I'ensemble des polyndmes
de degré au plus k, & N variables réelles et a coefficients complexes. Pour s > 1
on pose: X, ,(2) = {fe L7R) | (dpoy(f, P))ien € Es} muni de la topologie
limite inductive naturelle.

On rappelle que:

* 02 étant lipschitzien, la définition est indépendante de p. Pour tout p
on adoptera la notation: 7, () = T(Q).
¥ G§2) CA(2) C Gy1(82) (avec injections continues). En particulier:
a2 = (D).

On notera Hy, = #, N L,?(§) et p = U, Hy . p est un idéal engendré par
un nombre fini de polyndmes notés Q, ,..., @, . On désignera par q (Resp. a)
I'idéal des fonctions de C=(£2) (Resp. 7,(£2)) engendré par Q; ,..., Q,. On
utilise les notations habituelles pour les multi-indices. On désigne par D;
Popérateur 6/0x;. Pour o et p dans NV, (D*)!® est 'opérateur obtenu en
dérivant formellement ]_[iv D p, foisen D; (i = 1,..., N).

Soit m € C=(2) et soit 2 'ensemble des entiers v tels que pour tout x € £
on puisse trouver o € N¥ tel que | a | << v et m*(x) 5= 0. Si 2 n’est pas vide,
posons: d = inf{v | v € 2}; on dira alors que sur 2, m a un ordre d’annulation
fini et égal & d.

1. COMPARAISON DES NORMES DES POLYNOMES DANS L*(£2) ET DANs L,?(£2)

1.1. Le Résultat Principal

THEOREME 1. Soit £ un ouvert borné lipschitzien de RN. Supposons que w
vérifie la propriété suivante:

(H) 1l existe m € C>(2) ayant sur 2 un ordre d’annulation fini et égal a d
et telle que, presque partout sur Q: | m(x)| << w(x).

Alors il existe deux constantes A et B positives telles que, pour tout ne N,
pour tout j € NV et pour tout P H, on ait

| POY|| << AVI+(n 4 1)pH28+2000 || P |, ., .
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1.2. Démonstration du Théoréme 1

LEmMME 1 (Inégalité de Markov; voir [20]). 1] existe une constante C telle
que pour tout P e 2, et pour tout i € {1,..., N} on ait

| D:P|| < Cr*| P].

LEMME 2. Soit dye N et m e C*(Q). Il existe une suite (A;) de polynémes
(d° Ay, < k) et une suite (a,)€ S telles que, pour tout oe N¥ vérifiant
|| < d,, on ait, pour tout ke N, | m® — AP < ay.

Démonstration. Soit A, € P telque||m — A, || = dio(m, ;). D’aprés
[1] la suite (| m — A, |)wen appartient a S. La série Ay + o (s — 4,)
converge vers m dans L=(£2). Nous avons d’aprés I’inégalité de Markov

Ay — A | < ORI D] Ay — Ayl

2C1(0 + 1P dpooy(m, 2.),

VAN

et cette derniére expression est le terme général d’une suite de S. Il en résulte
que pour tout o« € NV, |i[(m — 4,)'"* | € S; on prendra donc

a, = Max {ii(m — A" Il

LeMME 3. Soit me C>(8), d € N. Pour tout € > 0 et pour tout o € NV, il
existe une constante C, telle que pour tout n et pour tout Pe P, on ait

[(Pm) || < e(n + 1)72¢|| P || + Co(n + 1)1 || Pm .
Démonstration. On choisit (4;) comme dans le lemme 2.
I(Pm) || < I[P — AT || + [(PAD™ .

En développant [P(m — A4;)]'® suivant la formule de Leibniz et en appliquant
les Lemmes 1 et 2, il vient

IP(m — 4] || < Cy®*la || P,
et de méme

(PAR® || < Cll(n + k)P ]| PA, ||
L Clli(n + k2| P(m — AW + 1| Pm ]
< Cli(n + K)ol gy || Pl -+ CI¥I(n + k)4 || P .
Au total,
(Pm)@ || < (n + kP [Coar || P || + Cl*l|| Pm|.]
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Remarquons qu’il existe ko € N tel que, pour tout je N,

Co(j + 1?%2j + ko) Uiy, S €

Pour achever la démonstration il suffit alors de prendre k = n - k.

PROPOSITION 1. Soit m € C*(Q) ayant sur £ un ordre d’annulation fini et
égal a d. Il existe une constante C, telle que, pour tout n€ N et pour tout
Pe?,,onait| P|| < Cyn -+ 1)*] Pm|.

Démonstration. Soit a € £2. Il existe « € NN tel que | o | < det m®(a) 5 0.
Soit ¥, un voisinage ouvert de a tel que, pour tout x dans F, = ¥V, N £ on ait
| m'*@(x)| 2 §| m'“(a)|. Posons

U— Slx €F, | z (l/p!) ](Dm)(p) m(x)| nAPiCirt L (1/4) ] m‘“’(x)]

0<| P

SixeU,

P(x) = {(Pm)=(x) — 3, (Up)D)® m(x) P*(x)

0<ipl<]e|

(m(a)(x))-—l‘

Utilisant le lemme 1 et le lemme 3 avec € = { | m'®(a)] il vient
| P(x)| < 2C, | m™(a)i~(n + D || Pm il 4 3 [ P||.

Si x € B U, nous avons alors
Fa

2 (Up) (DY P m(x)| n#?ICI7 = (1/8) | m=a)].
0 pl<la]

Posons K = [4 | o | Ci{7} 1] Deux cas sont alors possibles.

Premier cas.

K I(Da)((0,0,...,(),l)) m(x)| Cn2 = Z (l/p!) [(Dm)(iﬂ) m(x)[ n2leiClel,
0<| <2
p#(0,.... 0,1)

Alors d’une part (K -+ 1) [(D*)10:0:---:0.) pu(x)| Cr® > } | m@(a)|, et d’autre-
part, pour p Vérifiant 0 < |p| < |al,p # (0,0,...,0, 1)

(1/p) [(D*)'?) m(x)| n??ICI?|
|(Dot)((0 ..... 0,1)) m(x)| Cn2 =

On peut alors écrire

Plxy (DN OO P)(x) — Soctalctaly (1/gD(D=)a+0-0.0) p(x) PO)(x)
(x) = (D*)(@0...0.0 p(x) .
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Utilisant I'inégalité de Markov, les deux inégalités ci-dessus, le lemme 3 avec
€ = | m9a)| [32 | « | (K 4+ 1)C]7, nous obtenons
| P(x)l < 8CC,y|a| (K+ 1) | m@)|™(n + DA Pmi[+ }| P
+ K| P|llalCRT -

Donc | P(x)} < 8CCy|a|(K+ 1) | m“(a)|X(n + 1 || Pm|| + | P|.
2éme cas.
KI(D"‘)((O ..... 0,1)) m(x)| Cn? < Z (l/p !) |(D°‘)‘p) m(x)l n2[pi,

0<|pile
p#(0, ..., 0,1)

et alors
K[B(K + DI | f*"a)|

est également inférieur au second membre de I'inégalité précédente. Nous
sommes donc ramenés a4 une situation analogue a la situation de départ
(xe (;F'x U) mais avec un terme en moins. On est conduit 3 une nouvelle
alternative que ’on traite de facon identique. La réitération du procédé
conduit & un nombre fini d’inégalités de la forme

| P(x)| < cte(n + 12t Pm| + || Pl
11 existe donc une constante C, telle que pour tout x € F,
| P(x)] < Coln + DF || Pm|l + 3| P

La proposition résulte alors du fait qu’on peut recouvrir £ par un nombre
fini de fermés du type F, .

COROLLAIRE 1. Soit m e C>(Q) ayant sur Q un ordre d’annulation d fini.
Il existe une constante C, telle que pour tout P € P, et pour tout o vérifiant
|| < don ait

[(Pm) X || < Coln + 1)*|| Pm].

(Ce corollaire résulte de la proposition 1 et du lemme 3.)

LEMME 4. 1l existe B €N et une constante positive L, tels que pour tout
Pe P, et pour tout p = 1 on ait

1Pl < Ly(n + 1P| Pllp,y -

(Voir la démonstration dans [1]).
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LEMME 5. Soit me C*(Q) ayant sur £ un ordre d’annulation d fini. Il
existe une constante Cy telle que pour tout P € 2, on ait

| Pm|| < Cy(n + 1° || Pm ||y, -

Démonstration. On choisit la suite (4;) comme dans le lemme 2.
| Pm|| < |j(m — AP + || A.P], et 'on a d’apres le lemme 4

[m — AQPIl < a| Pll et APl < Lin+k + 1P| 4P l5,0,

| 4xP || < Ly(n + k + DPllmn — AP Iy, + | Pm|,,]. Donc d'apres la
proposition 1

I Pm| < Lo(n + k + 1 a, || Pm|| + Lin + k + 1Y || Pm],,, .

On achéve la démonstration en remarquant qu’il existe k, € N tel que pour
tout je N, Ly(2j + ko + 1)***9 a;,;, < fetenprenantk =n + k.

COROLLAIRE 2. Soit m € C=(£2), ayant sur Q un ordre d’annulation d fini.
1l existe une constante C, telle que pour tout P e P, et pour tout p = 1,

I Pl < Coln + 1)F+20 || Pmly,
(Ce corollaire résulte de la proposition 1 et du lemme 5.)

Fin de la démonstration du théoréme 1. 1l suffit d’aprés le lemme 1 de
démontrer le théoréme 1 pour j =0. Or || Pm|,; <| Pllpw. Donc le
corollaire 2 nous donne le résultat avec 4 = Sup(C, C,).

CoroLLAIRE 3 (Inégalité de Markov généralisée). Si £2 est un ouvert borné
lipschitzien de RN, si we L?() et vérifie la propriété (H) du théoréme 1, il
existe deux constantes Cy et 0 telles que pour tout n et pour tout P € P, on ait,
pour ie{l,2,.., N},

| D.Pllp,w < Cn® || Pllp, -

Démonstration. Si we L?(2) et si PeZ,, P et D,P apparticnnent 2
L,?(8), et|| D;Plpw <l Wiyl D:P| < cten?|| P|l. On achéve en utilisant
le théoréme 1.

2. PROPRIETES D’APPROXIMATION POLYNOMIALE DES FONCTIONS REGULIERES
DE L,*($2)

2.1. Enoncé des Résultats

ProrosITION 2 (Propriétés des fonctions de a, et de q). Sifeq (Resp. a,)
alors (dp, »@)(f; Hi))ken €S (Resp. Ey).

640/18(4-2
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THfOREME 2 (Caractérisation de fonctions analytiques de L,”(£2)). Siw
vérifie la propriété (H) du théoréme 1, pour fe L,P(82) les deux propriétés
suivantes sont équivalentes.

(i) fea;
(1) (de”(Q)(f, H))yen€e E; .

THEOREME 3 (Propriétés des fonctions C* et du type Gevrey de L,,”(£2)). Si
w vérifie la propriété (H) du théoréme 1, et si pour feL,*(§) on a
(dr,»@(f, H)ren € S (Resp. Ey) alors f € C*(Q) (Resp. (1(£2)). De plus dans
on peut écrire f = Q1 f; + - + Q.f, avec pour tout i, f, € C=(£2).

THEOREME 4 (Caractérisation des fonctions régulieres de L,2(£2)). Siw
vérifie la propriété (H) du théoréme 1 et si I'une des deux propriétés suivantes
est vérifiée.

(1) p est un idéal principal (donc en particulier si N = 1 ou siw € L?(£2));
2) N=2

Alors pour e L,P82) les deux propriétés suivantes sont équivalentes.

() feq (Resp. ay);
(i) (de”(Q)(f; H))zen €S (Resp. E).

Remarque. SiN =1, Q2 = 1—1, +1[, w(x) = e-*", w ne vérifie pas (H).
On montre que la conclusion du théoréme 2 ne subsiste pas en vérifiant que
(de”(Q)(x_z, Hp)en €S.

2.2. Démonstration de la Proposition 2

Supposons p = {0} (sinon la proposition est évidente). Si fe g (Resp. ay),
f= 0.8 + - + 0Q,g,oupour tout i, g; € C*(2) (Resp. (7 (2)). D’apres [1]
il existe des suites (R;)i.n de polyndmes telles que, pour ief{l,..,r},
(|l &. — Rz |Dien €S (Resp. E,). On vérifie alors aisément que (|| f — O, Ry —
o QrRrk Hp,w)keN €S (Resp- Es) donc que (dez’(!?)(f’ Hk))keN es (Resp. Es)'

2.3. Démonstration des Théorémes 2 et 3

La partie directe du théoréme 2 résulte de Ia proposition 2. Démontrons
simultanément la partie réciproque du théoréme 2 et le théoréme 3. Si
p = {0} le résultat est immédiat. Supposons p = {0}. Pour tout ie N,
soit P, un polyndme tel que dy, »a(f; H) =|f— Pillpw- La série
Py + Tl (Piyy — P)converge vers fdans L,"(€2) et (| Py — Pillpw)ien €S
(Resp. E,). Mais d’aprés le théoréme 1, || P, — P;|| < A + 2)B|| Piya— Pillp e
donc (| Py — P, |Dien €5 (Resp. Ey), et la série ci-dessus converge aussi
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dans =(32) vers une fonction 4 continue et égale a f presque partout. Par
ailleurs || f — P;|| < X || Ppyy — P; || donc (dpeio)(f, 22))ien €S (Resp. E,)
et, daprés [1], fe C=(2) (Resp. ().

Fin de la démonstration du théoréme 3. On peut démontrer de la méme
fagon que (| — P |),en € S. Remarquons que pour tout i, P;eq. Or,
d’aprés un théoréme de Malgrange (voir [12] ou [18]), I'idéal engendré par
0, ,..., 0, dans C=(R) est fermé dans C=(£2). On peut donc écrire f = 31 O,
avec pour tout i e {l,..., r}, f; € C=(£2).

Fin de la démonstration du théoréme 2.

ProroSITION 3 (Ce résultat m’a été communiqué par A. Douady). Soit V
un ouvert de RN. Un idéal de type fini de OU(V') est fermé dans C(V).

Démonstration.

lére étape.

LEMME 6. Avec les notations usuelles en théorie des faisceaux, pour tout
Sfaisceau analytique cohérent F sur V on a H(V, ) = 0.

Pour la démonstration de ce lemme voir [5] et [8].
Si g € (V) on note g, le germe de g au point x.

COROLLAIRE 4. Soit hy,..., h, dans CUV). Les deux conditions suivantes
sont équivalentes.

(i) fappartient a I’idéal engendré par hy ..., h, .
(ii) Pour tout x dans V, f, appartient a I'idéal engendré par h,, ..., h. .

Démonstration. Soit (7 le faisceau des germes de fonctions analytiques
sur V. Considérons le morphisme de faisceaux

ar — o

(81, 81) 5 Y &by .
1

Soit # le noyau de ¢ et .# son image. A la suite exacte
0—-Z—0r—J —0.
On peut associer la suite exacte

0 — HYV, R) — HYV, (") — HYV, ) — H\(V, R).
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Mais HYV, 0") = (G(V))', HY(V, F) = S(V) (cest a dire ’ensemble des
fonctions telles que pour tout x de V, f, € (M ,..., h,5)) €t H(V, &) = 0
d’apres le lemme 6. Donc 'application

(@v)y — av)
(fi e fr) = 2 fohs

est surjective.

2éme étape. Le théoréme de fermeture de Krull [4] permet de montrer
le résultat suivant en remarquant que l'anneau des germes de fonctions
analytiques en x est un anneau local noethérien.

LeMME 7. Soit x € V. Si pour tout k € N, le jet d’ordre k de f au point x
appartient a I'idéal engendré par les jets d’ordre k de hy ..., h, en x alors f,
appartient & lidéal engendré par hy, ,..., h,, .

La proposition 3 qui s’établit facilement pour les jets d’ordre & en un point,
résulte alors du corollaire 4 et du lemme 7.

Puisque £ est & bord lipschitzien il existe d’aprés ’inégalité de Bernstein et
les résultats de [3] un voisinage ¥ de 2 tel que (|| Pisy — P; llzo()ien € Ey -
La fonction P, -+ Y (P;.1 — P;) appartient a I'idéal des fonctions analy-
tiques de V engendré par Q,,..., Q, donc sécrit Q,f; + - + Q,f, avec
pour tout i, f, € (V). Onadoncf =¥ Q,f; sur 2 avec, pour tout i, f; € Q).

2.4. Démonstration du Théoréme 4

Cas ou p est principal. En reprenant les notations du paragraphe précédent
on suppose p engendré par Q et on note P, = 0S, . Les polyndomes S,
vérifient d’aprés la proposition 1 des majorations du méme type que les
polyndmes P, ; d’ou les égalités (dans L=(£2))

f:Po"I‘Z(Piﬂ‘Pi):QS0+ZQ(Si+1"_Si)
0 0

~0 [so + i(sm - si)].

Donc f = Qh ot h e C=(22) (Resp. ().

Cas ou N = 2. On peut poser Q, = QR,; ol les R; sont des polyndmes
sans facteur commun. Les R, engendrent I'idéal p’ des polyndmes de L} ,(£2).
O*w? est intégrable sur 2 sauf au voisinage d’'un nombre fini de points que
Pon notera b, ,..., b, qui sont les zéros communs 3 tous les R; sur 2. En
reprenant les notations du paragraphe 2.3, on pose P; = QS;. Comme
ci-dessus on montre que f = Qh avec h € C=(2) (Resp. Z,(£2)). Il reste donc a
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prouver que A qui appartient & L%,(£2) est dans I'idéal g’ (Resp. a,) des
fonctions de C=(2) (Resp. (,(2)) engendré par R, ,..., R,. L’inégalité de
Lojaciewicz [10] appliquée a la fonction R,* 4 -+ 4+ R,* o1 k est le plus petit
entier pair tel que k > p montre que, pour tout i € {1,..., £}. 1l existe un entier
g; tel que pour tout couple d’entiers positifs (8; , y,) vérifiant 8, + y; = ¢,
la fonction (x; — b;)?#(x, — b;p)P¥* QPWP soit intégrable au voisinage de b; .
Il en résulte que, si pour tout i, B, + y, > g, alors ZLl(x1 — by)Pr(xy — by)iE
L%,(£). On peut alors montrer & 'aide de la formule de Taylor utilisée
successivement aux points b, et 4 lordre ¢, que h peut s’écrire
h = U + Ypinte T,; oLt U est un polyndme, les 7, des éléments de p’ et les A;
des fonctions de C=(Q) (Resp. (£2)). Donc T;h,eq (Resp. ) et
Ue L,(£); par suite Ue p’ et he q’ (Resp. a).

3. APPROXIMATION SIMULTANEE D’UNE FONCTION ET DE SES DERIVEES

On suppose dans toute la suite que w € L?(Q). Soit fe C(2) et S, € 2,
tel que || f — Sy llp0 = di2(f, #»). On se propose de démontrer que si w
vérifie (H) la suite (S! ”)MN tend vers £ dans L=(£2), pourvu que | r | ne soit
pas trop grand. De nombreux auteurs (voir, par exemple, [6, 14-17]) ont
démontré ce type de résultat, dans des cas particuliers, mais en calculant
des constantes précises.

3.1. Approximation d’une Fonction et de ses Dérivées dans L>(§2)

PROPOSITION 3. Soit £ un ouvert borné de RN, soit se N, et fe C*(Q).
1l existe une constante positive K, telle que, pour tout n e N, il existe Q, € &,
verifiant pour tout r € N¥ tel que | r| << s — (N/4)

”f(r) Q(r) Kon(ll2)—2s+2lr|_

Démonstration. £2 est contenu dans un parallélépipéde. 11 suffit donc de
démontrer cette proposition quand £2 est ce parallélépipéde et par changement
de variables quand Q = IT = (]—1, +1]".

Notations. Smt {t.} la famille des polyndmes de Tchébicheff normalisés.
Posons D = 21 x2—-1 1912 +xD;,, T= 1'[1 (1 —x2"14, et pour
& == (al 3eery 0‘N): (X) ]._11 txx,(xi)'

On montre facilement que

Les T, forment une base orthonormale de L2(IT);

Pour tout « € NV, || T, || peo(y = (2/7)V/DN;

D est autoad_]omt pour la structure hilbertienne de L;2(IT);
DT, = (37 o)) T..

* X ¥ %
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Ordonnons les « par ordre de longueur (longueur de « = Y o,) et pour une
méme longueur par ordre lexicographique. Notons (7T)),.n la suite des T,
écrite dans 'ordre des « croissants. On vérifie aisément qu’il existe quatre
constantes k, , k., k3, k, , strictement positives telles que pour tout ie N

* fgiltN < degré de T; < kv,
* DT, = AT, ou A; vérifie kgi2/N < A; << kyg2/V,
Si fe C%(IT) on peut écrire d’aprés les remarques précédentes, f = 3o a;T;
dans LXIT) avec
a; = (fl Ti)LTZ(H) = (Dsfl Ti) Az—s = bii—zsm’

ol (b;) vérifie 3y | b; |2 < 0.

Pour | r| < s — (N/4) la série 3y a;,T{" converge normalement vers f";
en effet d’aprés le lemme 1, || 7" || < cte i2I71/N et Ty iCIM=29/N | p | <
o | by DAY i4iri=9 /)12 de plus

© 1/2/ ® 1/2
< (Z | bz‘ [2) (z l‘4(|r|—s)/N)
L2(IT) 0

k41

E
f r) __ a; Tl(r)
-3

< Cte J2Cr|—s) /[ N+{1/2)

Soit p = C},, et O, = Yoa;T;. Alors d° Q, < n et d’aprés l'inégalité
précédente: || f — QI || < Cte p2lri=2s+1/2),
3.2. Approximation dans L,® et dans L™

THEOREME 5. Soit Q2 un ouvert borné de RN a bord lipschitzien, w un poids
vérifiant la propriété (H) du théoréme 1 et appartenant a L?(82). Soit se N et
fe C*(). Il existe une constante K telle que si S, € P, et vérifie|| f — Splpw =
d 2 S, Pr), alors, pour tout r € NV satisfaisant a | r| < s — (N/4) on ait

”f(r) . S;r) | < Kn(1/2)+B+2d+2|r|—2s, n>l, ﬁ — cte du th. 1.

Démonstration. Soit (Q,) la suite de polyndmes exhibée dans la
proposition 3

19 —SP1 <If? — 0L+ 110 — sP).
D’aprés le lemme 1, pour | | < 5 — (N/4), on a
1Y — sP| < Cten?™) 0, — S, .

Mais d’apres le théoréme 1,

| Qn — Sull < Cr®*2 | Qp — Sallp,w-
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Or
1 Qn — Saul

»,w < “ Qn _pr,w + Hf'_ Sni:p,w <2 Hf_ Qn“p.w .

Soit
H Qn - Sn Hﬁ.w < 2H Qn '—fH ) H w“v,l .

En reprenant les majorations de la proposition 3, il vient

)y _ S(r) < Kn(1/2)+2lr!~2s L Cte n2|r|”l3<:—2dK n(1/2)—2s
n 0 0
< Kn‘U28+2d+2|r| 25

3.3. Approximation Polynémiale et Régularité

PrROPOSITION 4. Soit 2 un ouvert borné de RN a bord lipschitzien, w un
poids vérifiant la propriété (H) du théoréme 1 et appartenant & L*(£2). S’il
existe deux constantes positives M et vy telles que pour tout neN,
ndy 2@(f, Pn) < M, alors, fe C/(Q) ou j est le plus grand entier vérifiant
J<¥y—1—8—2).

Démonstration. Dans L,”()f = Sy + ¥4 Sisy — S; = Yo U; en posant
Uy=38y, Uiy = Soip — 8. (i > 0).Deplusn?|| U, |y <2M. Doncd’apres
le théoréme 1,

” Ufbr) H < CnB+2d+2'T| H Un ||p,w < 2MCHB+2d+2[r|—y.

Les séries Y, U™ convergent donc normalement pour tout les r tels que
B+42d+2|r| —vy < —1. 1l en résulte que f est de classe C? ou j est le
plus grand entier tel que j < ¥y — 1 — B — 2d).
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